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1 はじめに
Grossberg 氏と Karshon 氏の共著論文 [GK] では旗多様体における表現について述べられているが,
Shubert多様体における表現については詳しく述べられていない. そこで, Shubert多様体における表現につ
いて詳しく述べ, 旗多様体と Shubert多様体の両方の場合において, 拡張指標などの具体的な計算例を与えた.
2 旗多様体と Schubert多様体
Gを単連結な複素半単純 Lie群, B を Borel部分群, W をWeyl群とし, _w を w 2 W の代表元とする. こ
のとき, Gの Bruhat分解は G =
[
w2W
B _wB となる. 商 G=B を旗多様体といい, Gの Bruhat分解は次のよ
うな G=B の胞体分解を与える.
G=B =
[
w2W
B _wB=B
これらの胞体を Bruhat胞体といい, これらの胞体の閉包を G=B の中の Schubert多様体といい, 次のように
表す.
Xw = Cl(B _wB=B)
wが最長元 w0 のとき, Xw = G=B となる.
K を Gの極大なコンパクト部分群, T を K の極大トーラスとし, tを T の Lie環, t を tの双対空間とす
る. また,  2 it を整ウェイト格子, l  it を整ウェイト格子の集合とすると, 準同型 e : T ! S1 をもつ.
C を T が e により左から作用する 1次元複素ベクトル空間とする. このとき, E = GB C とすると, こ
れは G=B 上の直線束となる. 正則切断  hol(E)のベクトル空間上の表現を Rw0; で表し, その表現の T へ
の制限 Rw0;jT の指標を T (w0; )で表す. を dominantな整ウェイトとすると, Rw0; は最高ウェイト 
の Gの既約表現となる.
i : Xw ,! G=B とし, iE を考える. 正則切断  hol(iE) 上の B の表現を Rw; で表し, その表現の T
への制限 Rw;jT の指標を T (w; )で表す.
3 Bott tower
3.1 Bott towerの定義
M0 = fa pointg, M1 = CP 1 とし, L2 をM1 = CP 1 上の正則直線束とする. L2 と自明束 1の直和をとり
射影化し, これをM2 = P(1 L2)と表す. このとき, M2 は CP 1 をファイバーとするM1 上のバンドルとな
る. 以降, 次の操作を繰り返す.
1. Mi 1 上の正則直線束 Li をとる.
2. Li と自明束 1の直和をとり射影化し, これをMi = P(1 Li)と表す.
定義 3.1 i : Mi !Mi 1 を射影とする. このとき,
Mn
n !Mn 1 n 1 !    2 !M1 1 !M0 = fa pointg
を Bott towerという.
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3.2 Bott towerの構造
CP 1 = (C2 n0)=C より, M1 = (C2 n0)=C と表せる. ここで, C は C2 n0に (z; w) a = (za; wa)と作
用する. M1上の直線束を L2 = (C2 n0)C Cにより構成する. このとき, Cは Cに a : v 7! a cv (c 2 Z)
により作用する. L2 において, 8a 2 C に対して [z; w; v] = [za; wa; acv] である. 次に M2 について,
M2 = P(1 L2) = (C2 n 0)2=(C)2 である. (C)2 は,
(z1; w1; z2; w2)  (a1; a2) = (z1a1; w1a1; z2a2; ac1w2a2)
により作用する. 以下, 同様にしてMn = (C2 n 0)n=(C)n を得る. ここで, ai 2 (C)n は次のように作用
する.
(z1; w1; : : : ; zn; wn)  ai = (z1; w1;    ; ziai; wiai;    ; zj ; aciji wj ;    ; zn; acini wn)
このとき, Mn 上の直線束 Ln+1 = (C2 n 0)n (C)n Cにおいて, ai 2 (C)n は次のように作用する.
(z1; w1; : : : ; zn; wn; v)  ai = ((z1; w1; : : : ; zn; wn)  ai; alii v) (li 2 Z)
以上のような, 12n(n  1)個の整数 fcijg1i<jn と n個の整数 flig1in を Bott tower整数という.
4 Bott-Samelson 多様体
4.1 Bott-Samelson 多様体の定義
1; : : : ; r を G の単純ルート, si を i に関する単純鏡映, w = si1    sik を Weyl 群の元, I =
fi1; : : : ; ikg 2 f1; : : : ; rgk を w から定まる数の列, Pij を ij から定まる放物型部分群とする. このと
き, PIw = Pi1      Pik と定義する. PIw への Bk の右作用を次で定義する. ただし, (p1; : : : ; pk) 2
PIw ; (b1; : : : ; bk) 2 Bk とする.
(p1; : : : ; pk)  (b1; : : : ; bk) = (p1b1; b 11 p2b2; : : : ; b 1k 1pkbk) (4.1)
定義 4.1 MIw = PIw=Bk とする. このとき, MIw を Bott-Samelson多様体という.
Borel 部分群 B の Lie 環 b は, b = h 
 X
2+
g 
!
と分解できる. 射影 b ! h は, Lie 群の準同型
 = 1 : B ! H を誘導する. ej (1  j  k) を Cartan 部分群 H のウェイト, ej  1 を改めて ej
と表す. C 上の Bk の作用を b  a = e1(b1)    ek(bk)a で定義する. この Bk-module を C1;:::;k で表す.
Bott-Samelson多様体MIw 上の直線束は次のようになる.
LIw;1;:::;k = PIw Bk C1;:::;k
以下, LIw; = LIw;0;:::;0; を考える.
4.2 Bott-Samelson多様体と Bott tower
h 2 H に対して, h : B ! B を h(b) = hbh 1 により定義する. また, t = exp(th) (t 2 R; h 2 it)
と定義する.
命題 4.2（[GK]） 1 = lim
t!1t
Bott-Samelson多様体MIw = PIw=Bk の複素構造の族を構成する. t  1に対して, PIw への Bk の右作
用 Rt を次で定義する.
(p1; : : : ; pk)  (b1; : : : ; bk) = (p1b1;t(b1) 1p2b2; : : : ;t(bk 1) 1pkbk)
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ここで, R0 は (3.1)式で定義した作用と一致する. 作用 Rt の下での商 PIw=Bk をM tIw で表す. t = 1のと
き, M1Iw について, 次の命題が成り立つ.
命題 4.3（[GK]） M1Iw は Bott towerである.
M tIw 上の直線束は, MIw 上の直線束と同様に構成でき, これを LtIw;1;:::;k で表す.
命題 4.4（[GK]） Iw = (i1; : : : ; ik)とウェイト j (1  j  k)を固定する. このとき, t  1に対して, 多様
体M tIw はそれぞれ微分同相であり, LtIw;1;:::;k はそれぞれ滑らかな同型である.
以下, LtIw; = LtIw;0;:::;0; を考える.
5 twisted cube
fcijg; flkgを Bott tower 整数とする. C0 を, 次の式を満たす (x1; : : : ; xn) 2 Rn の集合とする.
 ln  xn  0 or 0 < xn <  ln
 (ln 1 + cn 1;nxn)  xn 1  0 or 0 < xn 1 <  (ln 1 + cn 1;nxn)
...
 
0@l1 + nX
j=2
c1jxj
1A  x1  0 or 0 < x1 <  
0@l1 + nX
j=2
c1jxj
1A
このとき, C0 を Grossberg-Karshon twisted cubeという.
6 virtual characterと拡張指標
Lをトーラス T が作用する複素多様体M 上の正則直線束, OL を正則切断の層とする.
定義 6.1 a 2 T に対し,
i(a) = Tracefa : Hi(M;OL)! Hi(M;OL)g
とし, 関数 v : T ! Cを v =
P
( 1)ii で定義する. このとき, v を virtual characterという.
Tij = exp(kerij ) とする. このとき, ~T = T=Ti1      T=Tin  T=T と定義する. T の M1Iw と
L1Iw; への作用は, 対角写像 T ! ~T により, ~T のM1Iw と L1Iw; への作用に拡張できる.
定義 6.2 ~T の作用に対する virtual characterを拡張指標といい, ~ : ~T ! Cで表す.
7 旗多様体における表現の指標と twisted cube
w0 = si1    sin をWeyl 群の最長元とする. ここでは, 表現 Rw0; を考える. Z[T ] を e ( 2 l) の整
結合全体の集合, _i を i のコルートとする. 単純ルート i に対し, 作用素 Di : Z[T ] ! Z[T ]を次で定義
する.
Di(e
) =
8><>:
e + e i +   + e (;_i ) (; _i )  0
0 (; _i ) =  1
 e+i   e+2i        e (1+(;_i )) (; _i )   2
定理 7.1（Demazureの指標公式） w0 = si1    sin としたとき, 次の式が成り立つ.
T (w0; ) = Di1   Din (e)
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定理 7.2（[GK]） C  Rn をM1I と L1I; と対応する twisted cubeとし, L : Rn ! t を自然に定まる線形
射影とする. このとき, 表現 R のウェイト  2 l の重複度は C \ L 1(i 1)の格子点の数に等しい.
T ! ~T を対角写像とし, A : ~T ! Tn+1 = S1      S1 とする. f1; : : : ; fn+1 を iLie(Tn+1) = Rn+1
の標準基底とする. このとき, 1  j  n + 1に対して, j = A(fj)と定義する. fj (1  j  n)は ij に,
fn+1 は に引き戻されるので, j は, 射影 L : ~t ! t で,
L(j) =
(
ij 1  j  n
 j = n+ 1
となる.
 =
P
xjj のとき, kj = kj() = (; _ij ) +
nX
l=j+1
(il ; 
_
ij )xl とする. ただし, (; )は Killing形式を表す.
このとき, 作用素 D^j : Z[ ~T ]! Z[ ~T ]を次で定義する.
D^j(e
) =
8><>:
e + e j +   + e kjj kj  0
0 kj =  1
 e+j   e+2j        e (1+kj)j kj   2
定理 7.3（[GK]） ~ : ~T ! Cを拡張指標とする. このとき, 次の式が成り立つ.
~ = D^1    D^n(en+1)
8 Schubert多様体における表現の指標と twisted cube
ここでは, 表現 Rw; を考える. 表現 Rw; の場合も同様に Demazureの指標公式などが成り立つ.
定理 8.1 w = si1    sik としたとき, 次の式が成り立つ.
T (w; ) = Di1   Dik (e)
定理 8.2 C  Rn をM1Iw と L1Iw; と対応する twisted cubeとし, L : Rn ! t を自然に定まる線形射影と
する. このとき, 表現 Rw; のウェイト  2 l の重複度は C \ L 1(i 1)の格子点の数に等しい.
定理 8.3 ~w : ~T ! Cを拡張指標とする. このとき, 次の式が成り立つ.
~w = D^1    D^k(ek+1)
9 今後の課題
今後の課題として, 古典型 Lie群や例外型 Lie群において, 以下のことを考察することが挙げられる.
 Bott towerや Bott-Samelson多様体の構造
 これらの視点からの旗多様体や Schubert多様体のトポロジーへの応用
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